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2. Grundlagen und der Burnside-Ring
2.0.1. Definition: G-Mengen und Ahnlichkeit

Operiert eine Gruppe G auf einer Menge M durch eine Operation w, so nennt man (M,w) (bzw. oft auch nur M) eine
G-Menge.

Zwei G-Mengen M, N heiflen &hnlich, falls es eine bijektive Abbildung ¢ zwischen ihnen gibt, sodass ¢(gm) = gp(m) fiir alle
g € G, m € M gilt. o heifit dann eine Ahnlichkeit von G-Mengen. Die Eigenschaft o(gm) = gp(m) nennt man G-Aquivarianz

von .
2.0.2. Definition: Diagonale Operation

Operiert G auf den Mengen M und N, so operiert G ebenfalls auf M x N durch g(m,n) := (gm, gn). Diese Operation nennt

man diagonale Operation.
2.0.3. Satz: Hauptsatz iiber transitive G-Mengen

Die Ahnlichkeitsklassen der transitiven G-Mengen und die Konjugiertenklassen von Untergruppen von G stehen zueinander

in Bijektion.
2.1. Markentafeln
2.1.1 Definition: Fixpunkte

Operiert eine Gruppe G auf einer Menge M, so definieren wir

fixg(M):={me M | gm=mVg € G}

2.1.2. Lemma
Fiir zwei Untergruppen U;, U; einer Gruppe G gilt:
Es existiert ein Fixpunkt von U; auf G/U; < Uj ist konjugiert zu einer Untergruppe von Uj.
AuBerdem ist fixy, (G/U;) konstant auf der Konjugiertenklasse von U; vermoge fix,y,,—1(G/U;) = z fixy, (G/Uj).
2.1.3. Korollar

1. Notwendig fiir die Existenz eines Fixpunktes ist |Uj|||Us].

2. U; < U; = Es existiert mindestens ein Fixpunkt.

3. Fiir U,V < Gmit U=V und U # V gilt fixy (G/U) = 0.



4. Fir U < G gilt fixy (G/U) = Ng(U)/U.
5. V<ULAG = fixy(G/U) =G/U.
2.1.4. Definition: Markentafel

|G| < 00 (M(Q))i; = (|fixy, ([G/Ui])|)1<i,j<k, die Markentafel von G.

Dabei U; ein Vertretersystem der Konjugiertenklassen von Untergruppen von G mit Uy = {1}, Uy = G und |U;| < |U;], falls
i< 7j.

Die Anzahl der Fixpunkte auf einer Konjugiertenklasse ist konstant und die Markentafel somit wohldefiniert.

2.2. Verbinde und Abzdhlringe
2.2.1. Definition: Verband
Eine Menge V mit den zwei Verkniipfungen V, A heifit Verband, falls fiir alle u,v,w € V gilt:
L.uV@Vw)=(uVv)Vwund uA (v Aw) = (uAv) Aw
2.uVv=ovVuund uAv=vAu
3. uV(uAv)=vund uA (uVo)=u
4. uVu=u, uANu=1u
Auf einem Verband (V,V, A) ldsst sich durch v < w < v A w = v eine partielle Ordnung definieren.
2.2.3. Definition: Halbgruppenring
(M, ) endliche Halbgruppe,

Z.M = { Z amm | am € Z, ay, # 0 nur fiir endlich viele m}
meM

mit der Addition Z Ay M+ Z byym = Z (@m~+bm)m und der Multiplikation ( Z amm> ( Z bmm> = Z Z asbym.

meM meM meM meM meM meM st=m

2.2.4. Lemma: Operation auf dem Halbgruppenring

Operiert eine Gruppe G durch Automorphismen auf der Halbgruppe M, so operiert G auch durch Ringautomorphismen auf
Z.M.

2.2.5. Satz: Definition und Eigenschaften des Fixrings

Die Gruppe G operiere so durch Automorphismen auf der Halbgruppe M, dass die Bahnen der Operation endlich sind. Dann
ist fixg(ZM) ein Teilring von ZM und wir nennen fixg(ZM) den Fixring des Halbgruppenringes ZM.

fixg(ZM) hat als Z-Modulbasis die so genannten Bahnsummen B := Y. m der Bahnen der Operation von G auf M und
meB

es gilt fixc(ZM) = P ZB.
BeM/G
Wir multiplizieren in fixg(ZM) durch B-C = Y- e rp/q 5,0Ds wobei up o = [{(m,n) € Bx C | m-n = d}| € Z mit einem
beliebig aber fest gewihlten d € D gilt.
Einen Ring, der isomorph zu fixg(ZM) ist und eine wie hier beschriebene Basis besitzt, nennen wir den G-Abzéhlring von

M oder auch den (M, -, G)-Abzihlring.



2.2.6. Satz: RV und R"

Sei (V, A, V) ein endlicher Verband und < eine partielle Ordnung auf V. Die Gruppe G operiere auf V durch Verbandsauto-
morphismen. Es seien zudem (B;);cs die Bahnen auf V unter G. Dabei sei By das minimale und B, das maximale Element

des Verbandes (beziiglich <). Zudem ordnen wir die Bahnen (E so an, dass aus v € B;, w € Bj und v < w folgt, dass ¢ < j.

1. Der (V,A,G)-Abzihlring habe die Basis (b]');cs entsprechend den (B;);cs (vgl. 2.2.5.). Dann ist R" = @ Z (mit
i=1
komponentenweiser Addition und Multiplikation) durch den Isomorphismus

b = (o), ..y oy) mit oy = [{z € B; | <y} fiir ein festes y € B;.

2. Analog habe der (V,V, G)-Abzihlring RY die Basis (b );cs. Dann ist RY = @ Z durch den Isomorphismus

i
i=1

b = (), ., o) mit o = [{z € B; | y < x}| fiir ein festes y € B;.

7

3. Es gilt oyj|B;| = afy|Bi| und |B;| = oy = afj.
2.3. Der Burnside-Ring
2.3.1. Definition: Burnside-Ring

Es sei G eine endliche Gruppe. Auf der Menge G der Ahnlichkeitsklassen [M] der endlichen G-Mengen M definieren wir die
folgenden Verkniipfungen:

GxG—G : [M]+[N]:=[M U N]mit MAN =0
GxG—G : [M]-[N]:=[Mx N)|
(G, +,-) kommutativer Halbring mit 0 = [@] und 1 = [{1}].
Auf G x G definieren wir nun die Aquivalenzrelation ~:

([ML], [Ma]) ~ ([N1], [N2]) i [Ma] + [No] = [N1] + [Mo]

[M] und ([0], [M]) := —[M]. Definiere den Burnside-Ring von G als B(G) := (Gx @)/ ~.
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B(G) machen wir mittels der zwei folgenden Verkniipfungen zu einem Ring:
([My] = [M3]) + ([N1] = [N2]) := ([Ma] + [N1]) — ([Mz] + [V2])
([My] = [M]) - ([N1] = [N2]) := ([Mi] - [N1] + [Ma] - [No]) = ([Mi] - [N2] + [Ma] - [V1])
Zudem konnen wir G in B(G) einbetten durch G — B(G) : [M] — [M] := [M] — [}, d.h. die Abbildung ist injektiv und
vertriiglich mit + und -.

B(G) ist ein freier Z-Modul mit Basis B := {[G/U] | U € V}, wobei V ein Vertretersystem der Konjugiertenklassen von
Untergruppen von G ist.

2.3.2. Satz: R" und der Burnside-Ring

G endliche Gruppe, (B;);cs Familie der Konjugiertenklassen von Untergruppen von G, (U;);cs mit U; € B;Vi Vertretersys-
tem, (M;);cs mit M; = G/U; (als G-Menge) Vetretersystem der Ahnlichkeitsklassen transitiver G-Mengen. Sei R"(G) der



Abzihlring des Untergruppenverbands von G mit N und der Konjugation als Operation mit einer geeigneten Basis (b]');es
beziiglich der U;. In der Sprache von Satz 2.2.5. also b} = ZVEBi V.

Dann gilt:
¢ : B(G) = R"(G); [Mi] = ni - b}

ist ein Ringmonomorphismus, wobei wir n; := |Ng(U;)/U;| setzen.
3. Abzdhlprobleme
3.0.3. Definition: Farbungen und Farbenzihler

G endliche Gruppe, M, F' endliche G-Mengen. G op. auf F'™ vermoge
Gx FM 5 FM (g, f) = fog!

Dabei ist g die durch g auf M induzierte Permutation.

Jede Bahn von FM unter G nennen wir nun eine Firbung (mit Farbenmenge F').

Da F endlich ist, konnen wir die Elemente auffassen als Variablen 1, ..., 2, im Polynomring Z[x1, ..., z,]. Dann ist die
Abbildung

¥ FM 5 Zlxy, . 2], fre H f(m)

meM

offensichtlich G-invariant und wir nennen sie den Farbenz#hler von f.

Ist Gf € FM mit ¢(f) = z‘f(l) 2% cine Férbung, so sagen wir G f ist vom Firbungstyp :c{ll(l) ),

3.0.4. Lemma: U-Fixpunkte auf F™

f € FM fix unter U < G < f konstant auf den U-Bahnen von M (die Anzahl der U-Fixpunkte ist also |F|IM/Ul). Genauer:

die Anzahl der U-Fixpunkte in wil({x?(l) 2% ist gleich dem Koeffizienten von 3:(11(1) 2% in dem Polynom
pu =pu(x1,...yxy) = H fo‘(j)
j=11i=1
Dabei habe U genau o Bahnen auf M, deren Léngen mit A(j), j € a bezeichnet seien.
3.0.5. Satz
(U;)ies Vertretersystem der Konjugiertenklassen von Untergruppen von G, p; := py, wie in 3.0.4. Dann sei

a= > el ey af® g

a(1)+-Fa(n)=|M|

= Z (Z Ta(l),...,a(n);i[G/Ui]> x(ll(l) T xi(n) (*)

a(l)4-+a(n)=|M| \i=1

=5 3 et 22 [G/UY

i=1 a(1)++a(n)=|M|

qi
(*): stelle w_l({xtll(l) e xz(n)}) als Linearkombination in der Standardbasis von B(G) dar.

das Element von B(G)[z1,...,2,], das die Anzahl r4(1) . 4(n);; der Farbungen vom Aquivalenztyp [G/U;] mit Farbungstyp
x(f(l) -+ 2a™ angibt. Identifiziert man nun wie iiblich [G/U;] mit der i-ten Zeile der Markentafel M (G) von G, so gilt

1. (qlv“'vqs) - (plw"’ps)(M(G))il



2. Die A(£) = A(4,¢) von U; auf M (aus den p;) liest man ab aus
[M[G/U] =) mifG/U]
=1

mit A(¢,£) == ‘lgfgﬂl = \Igjl mit Vielfachheit m; ¢, d.h.

s n Mie
n-T1(50)
1

=1 \r=

fir i =1, ..., s. Dabei ist m; ¢ = 0, falls A(Z,¢) nicht ganzzahlig ist.
Zur Struktur des Burnside-Rings

4.0.7. Satz: Primideale im Burnside-Ring

G endliche Gruppe, (U;)1<i<s Vertretersystem der Konjugiertenklassen von Untergruppen. Ein Ideal I < B(G) ist Primideal
genau dann, wenn ein ¢ € s und ein p € P U {0} existieren, sodass I = {z € B(Q) | |fixy,(z)| € pZ}.

4.0.8. Satz: Der Burnside-Ring des direkten Produkts

Seien G und H zwei endliche Gruppen von teilerfremder Ordnung. Dann gilt:

B(G x H) = B(G) ® B(H)



